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MỞ ĐẦU  

1. Lý do chọn đề tài 

Cho nWÌ £  là một miền bị chặn và m  là số nguyên sao cho 

1 m n£ £ .  Xét phương trình  m -  Hesian phức có dạng    

                                    ( )c m m ndd j b m-Ù =                                          (1.1) 

trong đó  cdd zb =
2

 là dạng Kähler chuẩn trong 
nC  và µ là độ đo Radon 

dương. 

Phương trình m - Hessian phức được nghiên cứu lần đầu tiên bởi 

S.Y. Li năm 2004. Ông đã sử dụng phương pháp liên tục để giải bài 

toán Dirichlet không suy biến cho phương trình (1.1) trong các miền 

m - giả lồi mạnh. Một trong những vấn đề suy biến tương tự được 

nghiên cứu bởi Blocki năm 2005. Ông đã giải phương trình thuần nhất 

với điều kiện biên liên tục và trình bày những bước đầu tiên của lý 

thuyết thế vị đối với phương trình này. Gần đây, Abdullaev và 

Sadullaev đã quan tâm đến các tập m - cực và m - dung lượng của các 

hàm m - điều hòa dưới. Khi m trù mật trong ( )( / )pL p n mw > , Dinew 

và Kolodziej đã chứng minh rằng với điều kiện biên liên tục đã cho, 

bài toán Dirichlet của phương trình (1.1) có một nghiệm liên tục duy 

nhất. Theo hướng nghiên cứu này chúng tôi chọn đề tài: “ Các lớp Cegrell 

của hàm m -  điều hoà dưới và Phương trình Hessian trong các lớp Cegrell“. 

2. Mục đích và nhiệm vụ nghiên cứu 

2.1. Mục đích nghiên cứu 

    Mục đích của luận văn là nghiên cứu các lớp năng lượng hữu hạn của 

hàm m - điều hòa dưới  là  tổng quát hóa  các lớp Cegrell đối với hàm đa điều 

hòa dưới. Nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của phương trình Hessian phức suy 

biến ( )c m n mdd j b m-Ù = ,  trong đó µ là độ đo Radon dương suy biến. 
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2.2. Nhiệm vụ nghiên cứu 

 Luận văn tập trung vào các nhiệm vụ chính sau đây: 

+ Nghiên cứu một số tính chất của hàm  điều hoà dưới, hàm m - điều 

hoà dưới và toán tử Hessian, -m dung lượng tương đối và hàm -m cực trị 

tương đối. 

+ Nghiên cứu và trình bày các kết quả gần đây của L.H. Chinh về một số 

tính chất của các lớp năng lượng U.Cegrell của hàm m - điều hoà dưới và sự 

tồn tại nghiệm của phương trình Hessian trong các lớp kiểu Cegrell. 

3. Phƣơng pháp nghiên cứu 

 Sử dụng các phương pháp của lý thuyết đa thế vị phức. 

4. Bố cục của luận văn 

Nội dung luận văn gồm 49 trang, trong đó có phần mở đầu, ba chương 

nội dung, phần kết luận và danh mục tài liệu tham khảo. 

Chương 1: Trình bày tổng quan và hệ thống các kết quả về các tính chất 

của hàm điều hoà dưới, hàm m - điều hoà dưới và toán tử Hessian, -m dung 

lượng tương đối và hàm -m cực trị tương đối. 

Chương 2: Trình bày một số kết quả về các lớp Cegrell của hàm m -  

điều hoà dưới. 

Chương 3: Trình bày các kết quả về sự tồn tại duy nhất nghiệm của 

phương trình Hessian trong các lớp Cegrell. 

Cuối cùng là phần kết luận trình bày tóm tắt kết quả đạt được.  
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Chƣơng 1 

HÀM ĐIỀU HÒA DƢỚI VÀ -m ĐIỀU HÒA DƢỚI 

 

1.1. Hàm điều hòa dƣới 

Định nghĩa 1.1.1. Giả sử W là tập mở trong £ . Hàm ): ,u éW® - ¥ + ¥êë
 gọi 

là điều hòa dưới trên W nếu nó nửa liên tục trên trên W và thỏa mãn bất đẳng 

thức dưới trung bình trên W, nghĩa là với mọi w Î W tồn tại 0d >  sao cho với 

mọi 0 r d£ £  ta có 

                                     
2

0

1
( ) ( ) .

2

itu u re dt
p

w w
p

£ +ò                              

Kí hiệu tập hợp các hàm điều hòa dưới trên W là ( )SH W .  

Mệnh đề 1.1.2. Giả sử W là tập mở trong £ , , ( )Î Wu v SH . Khi đó: 

( )i   ax( , )m u v là hàm điều hòa dưới trên W. 

( )ii  Tập các hàm điều hòa dưới trên W là một nón lồi, nghĩa là nếu 

, ( )u v SHÎ W  và , 0a b >  thì u va b+  cũng thuộc ( )SH W . 

Định lý 1.1.3 Giả sử W là miền bị chặn trong £ , ( )Î Wu SH . Khi đó: 

( )i  Nếu u đạt cực đại toàn thể tại một điểm trên W thì u là hằng số trên W. 

( )ii  Nếu  lim sup ( ) 0
z

u z
V

V
®

£ " Î ¶W thì 0u £  trên W. 

Định lý 1.1.4. Giả sử W là tập mở trong £  và u  là hàm nửa liên tục trên trên 

W. Khi đó các mệnh đề sau là tương đương. 

( )i u là hàm điều hòa dưới trên W. 

( )ii Với mọi w Î W, tồn tại 0d >  sao cho ( , 0)w dD > Ì W và với mọi 

0 , 0 2r td p£ < £ < ta có 

2 22

2 20

1
( ) ( ) .

2 2 os( )

it ir
u re u e d

rc t r

p
qd

w w d q
p d d q

-
+ £ +

- - +
ò  

ở đó { }( , 0) :z zw d w dD > = Î W - £  là đĩa đóng tâm w  bán kính .d  
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( )iii  Với mọi miền D compact tương đối trong W và h là hàm điều hòa trên trên 

D, liên tục trên D  thỏa mãn  

lim sup( )( ) 0 ( )
®

- £ Î ¶
z

u h z D
V

V  

 ta có u h£ trên D. 

Định lý 1.1.5. Giả sử { }
n

u  là dãy giảm các hàm điều hòa dưới trên tập mở W 

trên £  và lim .
nn

u u
® ¥

=  Khi đó u  là hàm điều hòa dưới trên W. 

Chứng minh. Đầu tiên ta chứng minh u  nửa liên tục trên trên W. Với mỗi 

,a Î R  tập 

{ }: ( ) { : ( ) }.
n

n

z u z z u za e
¥

Î W < = Î W <U  

Do đó nó là tập mở. Vậy u  nửa liên tục trên trên W. Do mỗi 
n

u  thỏa mãn bất đẳng 

thức dưới trung bình nên dùng định lý hội tụ đơn điệu suy ra u  cũng thỏa mãn bất 

đẳng thức dưới trung bình trên W. Do đó u  là hàm điều hòa dưới trên W.    W 

Hệ quả 1.1.6. Giả sử u  là hàm điều hòa dưới trên miền WÌ £  sao cho u  

không đồng nhất - ¥  trên W. Khi đó tập  

{ }; ( )E z u z= Î W = - ¥  

có độ đo Lebesgue bằng 0. 

Tập E Ì £  mà trên đó có hàm điều hòa dưới, không đồng nhất - ¥ , 

nhận giá trị bằng - ¥  trên đó gọi là các tập cực. Sau này trong trường hợp 

n£ , tập như vậy gọi là tập đa cực. Đó là các tập kỳ dị đối với lớp hàm điều hòa 

dưới( tương ứng đa điều hòa dưới). 

1.2. Hàm đối xứng sơ cấp 

       Cho S ,    1,  ...,    
k

k n=  là một hàm k - đối xứng sơ cấp với   

1
 , ...( ), ,n

n
Rl l l= Î

 
    

1 2

1 2
1 ...

( )  ...
k

k

k i i i
i i i n

S l l l l
£ < < < £

= å . Đặt 
0
( )  1S l =  và 

( )  0
k

S l =  nếu   k n>  hoặc   0.k <  Ta có  đồng nhất thức  
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k 

                     
1

0

( )...( ( , .))
n

n k

n k
k

t t S t tll l -

=

+ + = Îå ¡  

Kí hiệu  
k

G  là bao đóng của các thành phần liên thông của tập hợp 

{ }( ) 0
k

S l >  chứa (1, ...,1)  . Ta có  

{ ( ) }1
/ ,..., 0, 0n

k k n
R S t t tl l lG = Î + + ³ " > . 

Từ  ( ) ( ) ( )1
0

, ..., ,
m

n k m k

m n m k k
k

S t t S t tl l l- -

-
=

+ + = Îå ¡

  

suy ra  

: {   R  / ( ) 0,  1 j k}.n

k j
Sl lG = Î ³ " £ £  

Ký hiệu H  là không gian vectơ trên ¡  gồm các ma trận Hermitian 

phức cấp n n´ . Với A Î H , ký hiệu 
1

( ) (  ,  ...,  ) 
n

Al l l=  là các giá 

trị riêng của A . Đặt ( .( ) ( ))
k k

S A S Al=%  Từ đẳngthức    

                         
( ) ( )

0

det ,
n

k

n k

k

SA tI A t t-

=

+ = Îå % ¡    

suy ra hàm 
k

S% là tổng của tất cả các định thức con chính bậc k ,  

( .)
Ik I

I k

AS A
=

= å%

 

Do đó, 
k

S% là một đa thức thuần nhất bậc k  trên H  

mà nó là hyperbolic đối với ma trận đồng nhất I . Như trong [3],  

 ta địnhnghĩa  {  / 0 0( ) ,
k k

A S A tI tG = Î + ³ " ³H% % .  Ta có 

 }/{ ( )
k k

A AlG = Î Î GH%   là nón  lồi và hàm  þ
1/ k

kS      lõm trên  
k

G% .  

1.3. Hàm m-điều hòa dƣới và toán tử Hessian 

        Ký hiệu b  là dạng Kahler chuẩn trong nC  và W là một miền 

m - siêu lồi bị chặn  trong 
n£ , tức là tồn tại một hàm m - điều hòa dưới liên 

tục  :f -W® ¡  sao cho  { } ,  cf < WÐ với mỗi  0c < .   
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Ta kết hợp  (1,1) -  dạng thực a  trong 
nC   với  các ma trận Hermitian [ ]

jk
a  

bởi  
,

.
jk j k

j k

i
a dz dza

p
= Ùå  Khi đó dạng Kähler chính tắc  b  được kết 

hợp với ma trận đồng nhất I .  Ta có   ( ) ±
( ) .n k n k n

k k
S Aa b b-Ù =   

Định nghĩa 1.3.1. C ho a  là  (1,1) - dạng thực trên W . Ta nói rằng a  là m -  

dương tại một điểm cho trước P Î W nếu tại điểm này ta có: 

                                                    0,   1,..., .j n j j ka b -Ù ³ " =  

a  gọi là k - dương nếu nó là k - dương tại mọi điểm thuộc W.     

      Cho T  là một dòng song bậc ( , )( )n k n k k m- - £ . Khi đó T  

được gọi là m - dương nếu  
1

.... 0
k

Ta aÙ Ù Ù ³ ,   với mọi (1,1) - dạng 

m -  dương 
1
 ,  ...,  

k
a a . 

Định nghĩa 1.3.2. Hàm { }:u W® È - ¥¡   được gọi là m - điều hòa 

dưới nếu nó là hàm điều hòa dưới và   
1 1

dd .... 0,c n m

m
u a a b -

-
Ù Ù Ù ³  

với mỗi  (1,1) -  dạng m - dương 
1 1
, ...,

m
a a

-
.  

         Lớp tất cả  hàm m - điều hòa dưới trên W được  ký hiệu  là  .( )
m

SH W   

Mệnh đề 1.3.3 [3]  )i  Nếu u  là 
2C trơn  thì u  là m - điều  hòa  dưới  khi  

và chỉ khi  
cdd u  là m - dương tại mọi điểm thuộc W. 

 )ii   Nếu , ( )
m

u v SHÎ W  thì  ( ), , 0
m

u v SHl m l m+ Î W " >  

)iii    Nếu u  là m - điều hòa dưới trong W thì  
0

u cå  cũng là  m - điều hòa 

dưới trong {  / ( , ) }.x d x
e

eW = Î W ¶W >  

)iv   Nếu ( )  ( ) 
l m

u SHÌ W  bị chặn đều địa phương thì *(sup u )   ( )
l m

SHÎ W  

t r o n g  đ ó  v å  là chính qui nửa liên tục trên của v  . 

 )v   
1

 ...  
n

PSH P SH= Ì Ì =P . 


